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Abstract:
This article inUrdupresents an introduction to the extensionof anestablished
branchofmathematics calledgame theory towards thequantumdomain.We
describeconceptsofquantumgamesandevolutionary stability andgo through
someof theunansweredquestions in this researcharea.
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ب ا I.

اردو اور ّ ذ و م ت و ان ن ن
۔ ر
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رف II.

John von) وان ن خ وّ اور ا ا ر (game theory) رى
رى ۔ ب (Oskar Mogenstern) ن ر اورآ (Neumann

(strategic interaction) ى ن در (rationaldecisionmakers)زوں
، ا رت، ، ر ت، ت، ت ا اس اور ڈل ر

۔ ں اور اور (logic)

اد ا ا ۔ دور ر ا اور ،
ں ۔ ن ا ن در ان ں تر تاور ا د
ر ا ں دور دہ د تا اور

رو اس ا ۔ وا ا ء آ ر ر ا اور
ر ء ا ںاور ے دو لا ا ء

۔ [3--1] ر ا ا ا اس اس

(agents)ں ا وہ ح ۔ا ل ا وا دو ر م ں
ح ى دو (probabilities)ت فا (utilities)ت د ا ں ڑ
ر ا (strategic actions) ل ا ى ان ت د ا ں ا وہ

ا ا (roulette) رو وا (casino) ا ر ل ۔
۔ ى ا

(strategic players) ں دا ں ا ر ا ا رى
ل د ا ڑى ا ا ۔ ت ّ د ا
(zero-sum) - ان اور ا ت ں ڑ ے دو

ے دو ل د ا ڑى ا (non-zero-sum) - - ا ۔
۔ ت ں ڑ

ت ں ّ رو و رى دور دہ
ل ا وں اور روں ں، ابا ں ۔

۔ ر ح ا وا ں و ا ا ر وا د

�



ل ا رى ؟ رى اردو ال
رى ّ ت ا (roulette) رو وا ا

(strategies)ں ں دا ت دہ ز
رى اردو د د در اس ۔ ّ

۔ ف ا اس ر ن اس ۔

III.

ماس ا آفا ر دو ا
ابآ آپ ن ز صوہ ا اور غ د آپ ن ز

، ا ا ر ہ وہ ر ۔
ں ء ى ا اس ، ن ىز ا ر ا دى اور ،
ف ، س اور ء ر دارى ا ا
۔ ّ ى ا ں لان و ود ا اس

د ا ف ت اس (LudwigWittgenstein) وگو وف ں ا
ن اسا ر ّرات ہ ےاور اس ر ص اور چ ذ ا
ن درىز رتا اور ّ رت ل ا ن ز اور ں، ں،

۔ در ا

ن ا ن ز اردو ں ارادہ ر
د آ م ا ر ا ل رف اردو ں ىاس

ں ر اس ال ے ۔ ا ر
ا وہ ا ص اور ۔ ں ے ر ا اردو

۔ ذ و رے آ

ڈى ا ں ا ا ل آفا ر ں و اور ا
آ ن اور ر آ ا ا وا (PhD scholarships)
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اور ر ا ں ڈ ں ا ا ۔ آ وا
دى آ ۔ ان ا ں د ر ا ں ا د د ر

د اردو ر اس ا ا ان ا ن
ں و اس اور ں ن ں۔ آ زاروں اردو ى راو اور ر
وا ن اسز ا ر رت دہ ز اردو ى ۔ لاب رت
د ء ت و اد ن اس اس ۔ ر اور

۔

ازن IV.

رو [4] (JohnNash) ن 1951 ا ا
(strategic interaction) ى ا ن ار ، وہ ا ا ں ا

ّ رت (probabilistic equilibria)ت از ا ا دہ ز اس ا ں،
اس ٔ ا ا وہ ازن ا ا ح اس
د (motivation)ك اور از (unilateraldeviation)اف ا ازن ا

۔ ر

pure) ا m س A ڑى ح اس ن در ں ڑ دو ا
اس رت اس ں ا nس B ڑى ں (strategies
ح اس ا اور m × n آرڈر (utilitymatrix) ّ د ا ڑى

: [3--1]

PlayerA

S1

S2

...
Sm

PlayerB
S ′
1 S ′

2 · · · S ′
n

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...
am1 am2 · · · amn

 . (1)

م ا ّ د ا Aڑى ار د اس
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ّ د ا د او ۔ ل ا ں ڑ ں دو ّ د ا ڑى ۔
ر وا او ا Bڑى فوا ا Aڑى

۔ B ڑى اور ا ح اس ۔

mixed) ا (repeated version of game) ر ر اس
ا ا وا او ا ن ّر (strategies

ن ّر وں ۔ (probability distribution)

۔ ن ا ص ر ر

(strategyprofile) ى رف (Nashequilibrium)ازن
ا ا ا ں ڑ م ى ا ۔ ورت ّر
ى ا ۔ ن ر ل ا اور ا م (set)

۔ ا اور فا ف ڑى ا

اس ، (s∗A, s
∗
B, s

∗
C) ى اس ںاور ڑى ا ا ر ل

اس ى اس ں ا ا C اور A,B ں ڑ ں s∗C اور s∗A, s∗B
۔ PA(s

∗
A, s

∗
B, s

∗
C) ر د ا Aڑى

ا اور ں ڑى A,B · · ·G ا (s∗A, s∗B · · · s∗G) ى ا ا
: ازن ا ا ے را ا ذ درج ى

PA(sA, s
∗
B · · · s∗G) ≤ PA(s

∗
A, s

∗
B · · · s∗G)

PB(s
∗
A, sB · · · s∗G) ≤ PB(s

∗
A, s

∗
B · · · s∗G)

· · ·

PG(s
∗
A, s

∗
B · · · sG) ≤ PG(s

∗
A, s

∗
B · · · s∗G)


, (2)

در sG ∈ SG اور sB ∈ SB ، sA ∈ SA ا م ان (inequalities) وا م
۔ ى ں ڑ ہ و SG اور SB ، SA اور ں ں،

ى ازن ا ڑى د ں وا م دى او
د ا اس ے اف ا ر ، (s∗A, s

∗
B · · · s∗G) ، (strategy profile)

وہ ّكد ں ڑ م ۔ ور ا
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۔ ّاف ا اس ر اور ےر ى ازن

ر دو ں V.

ں (Prisoner'sDilemma) ر دو ں ل ا ا ں ى
ے و ت ں اد ا ا دوراندو ۔ [3 ,2]

ں ں دو ۔ ہ ا و ح اس ت ن ۔
۔

ن ں دو م ن رڈ ر ں دوران
د ت س ا ف سان ۔ ّث وادات ا

۔ م ا ا ل ا
رو ۔ واردات ں ب ا وہ

: ح اس ّ ء ا

ر وں ہ ہ ، (N) اور (F) ن م ن، ں دو 1۔
۔

ر ا ا ف اس (D) د ا ف ا 2۔
۔ (C)

رے ف ے دو ا وں ہ ہ ا ں دو ن اور ا 3۔
راج ا ں ، (C,C) ى ان د ر ا د ا

ت د ا : ا ت ں ار ہ ں دو ، ن ا دو
3 ن: ، 3 : :

، (D)دے ا رے ف وہ ا ن 4۔
ف ن ا رى رے ے ہ ا دوران ا
د م ا رو ا ن د فر ن ، (C)دے ا

۔ د ( م ) ڈا م ا اس
ا وٹ ر راہ ف ا اس دى ا ف ن دورانء
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5 ن: ، 0 : ت: د ا : ا ل اس ۔

دے ا رے ف ن وہ ا ح ا 5۔
ا رى رے ے ہ ا ن دوران ا ، (D)

د م ا رو ا د فر ، (C)دے ا ف
۔ د ( ن م ) ڈا م ا اس
ا وٹ ر راہ ف نا دىاس ا ف ن دورانء

0 ن: ، 5 : ت: د ا : ۔ ا ل ن اس ۔

رے ف ے دو ا وں ہ ہ ا ں دو ن اور ا 6۔
1 ن: ، 1 : ت: د ا : ۔ ار ل دو دو ں دو ، (D,D) د ا

: د ا ذ درج ى اس ر دو ں

N C

D

F
C D (3, 3) (0, 5)

(5, 0) (1, 1)

. (3)

: ح ا اس

N C

D

F
C D (r, r) (s, t)

(t, s) (u, u)

, (4)

ت درجذ

s < u < r < t, (5)

ں۔ در

ر۔ ا ا ا ف ن ا ن ں دو
د ا ح اس اور ر۔ ا ا ا ف ن ح ا
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ى ں(2) وا م ، ا ں دو ت، د ا ں ڑ (3)
: ح اس (D ,D)ڑے

PN(D,D)− PN(C,D) ≤ 0,

PF (D,D)− PF (D,C) ≤ 0, (6)

۔ B ڑى راج ا ا دو A ڑى راج ا ا دى
ں وا م ان ل ا (4)

(u− s) ≤ 0, (7)

۔ در رو ت(5)

اس اور د ا ف ے دو ا وہ ں ڑ ں دو ں(6) وا م
۔ آ ر ازن ا ڑا ى (D ,D)ح

ر ا (C , C) ا ى ں دو اس د و ا د ر دو ں
ا ر ا ں دو ، آزاد ار ہ ف

۔ ار ل دو ںدو دو ر اور دى ا ف ے دو

اور VI.

ا ا ں دا د ۔ ت تاور ت ا ا
Thomas) م (Robert Aumann) آو ٹ را و
ر (economicsciences) ا ل2005 (Schelling

- ازا (NobelMemorialPrize inEconomicSciences) ا

ز" و ا ا ط " م ، وپ زو دا ا ا آو و
ا ا آو و 2005 ۔ ر ، (Professors for a Strong Israel)

د آ (Gush Katif) ا ى د اور ا م ہ
۔ ہ ا ا اور م فا روں
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د ا ف (BlackmailerParadox) آو و
ر و ا ر ى د ز ں ف ا ا

۔ [5] د

ان وہ ر ت اس ا ا وا ڈ ا بر ل ان
ر رو ارا ا ا ا ں بر و اس اور ۔ آ

۔ ے و ا

ا VII.

ان وہ ، ا (quantum game theory) رى ا
ا ر روا ف ا وّ ں

اور ر ا ا اب اور آ د و 1999 ۔ (quantum domain)

اس ۔ ان[6] (quantuminformationandcomputation)

(classicalcomputer) ا دى ان
(quantum systems)ت ا اور ص ر ۔ ر دہ ز ا
ں ا ر اور ت ا (simulation)

رى ر و زور ا ں ا د ۔
۔ ر (prototypes) و ا اور

ا ا ا اور ڈ ڈ ا.

ر د ل رت ا (quantumtheory) ا ا
ا ا ں وا م ان اس
ر (SanDiego) نڈ ر آف ر ل1999 ا ا ہ

ز ّ ر ے وا ت (DavidMeyer) ڈ ڈ و
۔ [7] ا (PhysicalReviewLetters)
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quantuminformation) اور ر ا ا ن ّ ا ں ا اس
ر ا ا دہ (oracle problem) اور ا (and computation

دو ح ى ا ا (quantum algorithm)
ا ا ا ا (individualutilities)ت د ادىا ا ں ا

ر ا ا حا ا ۔ ود درآ ا ا ا دو
ں رى در ں ر ا ا ر ى ت ا

۔ ل ا ر اوزار ا

ا ر ن در ں ا ا ا ا
(quantumsuperposition) ز ا اور (quantumentanglement) ا

م ا ا ف ں ا دہ ز دو دو ا ۔ و ا
local unitary) ر ا ى اس اور ں ى
ں ا ۔ ق ا (quantummeasurement) ا اور (transformations
، ر ا ى ،( ت( ا ا ى تان د ا ادى ا

۔ ى آ وا ا

ا ر دو ں دو اور اور ، و رٹ، آ ب.

Eisert,) اور ، و رٹ، آ 1999 ل ا د ا اس ڈ ڈ
(Hannover) اووّر اور (Potsdam) ڈ (Wilkens, andLewenstein

ر دو ں دو ں ا [8] ا ز ّ ر ں ر
ء ں ا اندو ۔ ا ا ، ن او ، ى

۔ ا ا ا

ڑى ں دو ح اس ر دو ں ا در ں ا رٹاور آ
ں ڑ اور ، (quantumentanglement) ا ا و ا د ا ر
اس ں (local unitary transformations) ر ا ى ان ا
ر ازناس ا ا وہ ۔ آ د ا ى

��



(3 ، ت(3 د ا ادى ا ں) ) ں ڑ ں دو آ
ى اس ں۔ ز ڑى

ص دو (pureormixedclassical strategies) ا ا دو ازن
۔ ر ا ى

(qubit) ا ى ا ن در ں ڑ دو ں رٹاور آ
(basis vectors) ز و ا دو (Hilbert space) ٹ

ا دو (states)ت ص (qubits) دو ۔ |S2⟩ اور |S1⟩

ڈا ا HB اور HA (Hilbert spaces) ٹ
۔ د دو (dimension)

tensor-) وڈ ن و ا ا ح اس
|S2S2⟩ اور |S1S1⟩ , |S1S2⟩ , |S2S1⟩ ز و ا ا اس اور HA ⊗ HB (product space
ں دو آ ى ا ا Ĵ |ψini⟩ = Ĵ |S1S1⟩ ا ا ۔
γ ار ّ ا ا Ĵ آ ى ں رٹاور آ ۔ ں ڑ

: ں ا

Ĵ = exp {iγS2 ⊗ S2/2} .� (8)

ى ا ÛN اور ÛF آ ى ا ا (N) اور (F) ن ض
ا ى ں ڑ ۔ S (strategic space)

۔ ÛF ⊗ ÛN Ĵ |S1S1⟩

ہ ا ا ى آ
Ĵ† ق ا (reverse unitary operator) آ ى س ا

(pair)ڑے ا ت آ (Stern-Gerlach)خ ن ا اور ،

|ψfin⟩ = (final state) ى آ (detection) ڈ ف ا ۔ ارا
۔ Ĵ†ÛF ⊗ ÛN Ĵ |S1S1⟩

|ψfin⟩ ى آ (expected utilities) ں ادا ّ ں ڑ ں دو
و او ز و ا ، HA ⊗ HB ، (tensor-product space) وڈ
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وہ (weights) اوزان و ان ح اس (projections)
(4) ادا ر ل ۔ د (matrix) ں ار

: ح ا (payoff) ادا ّ (N) ل ا

PN = r |⟨S1S1 | ψfin⟩|2 + s |⟨S1S2 | ψfin⟩|2 + t |⟨S2S1 | ψfin⟩|2 + u |⟨S2S2 | ψfin⟩|2 , (9)

: (transformation) ر ا اس ادا ّ (F) ن ں اور
: ، s⇄ t

PF = s |⟨S1S1 | ψfin⟩|2 + t |⟨S1S2 | ψfin⟩|2 + s |⟨S2S1 | ψfin⟩|2 + u |⟨S2S2 | ψfin⟩|2 . (10)

ں ڑ ں دو ا دہ ا ا ن در ں ڑ دو ں رٹاور آ
: ود ز آ ى درجذ ا

U(θ, ϕ) =

 eiϕ cos(θ/2) sin(θ/2)
- sin(θ/2) e−iϕ cos(θ/2)

 , (11)

ا د ، γ ∈ [0, π/2] ا ح اس ۔ ϕ ∈ [0, π/2] اور θ ∈ [0, π]

۔ ار

ڑا ز آ ى ابا

(Û∗
A, Û

∗
B), (12)

رت اس ازن ا

ΠA(Û
∗
A, Û

∗
B)− ΠA(ÛA, Û

∗
B) ≥ 0,

ΠB(Û
∗
A, Û

∗
B)− ΠB(Û

∗
A, ÛB) ≥ 0, (13)

ہ ّاف ا ڑے(12) ى ا ں ڑ ں دو
۔ ور ن

اس ود (11) ز آ ى ا ں ڑ ں رٹاور آ
(scope)س د ن اس اس تا ا ں دا ے دو

۔
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ر ا وہ ا γ = 0 ا ت د
م ں اور رٹ آ ں۔ ز ڑى ں دو

(Paretooptimal) آ (unique) ا رت γ = π/2 ا دہ ز
آ ۔ Q̂ ∼ Û(0, π/2) ح اس Q̂⊗ Q̂ڑے ز ىآ ازنا

[2] د ا ڑى ا از ا
۔

ل ا ا ا و ا د ا ا ى ر دو ں
ف ا د ا ف ے دو ا ى) ) ڑى ں دو

: (Pareto-optimal) آ ا ا

(Q̂, Q̂), (14)

ا ۔ ار ہ ف ں) ں( ڑ ں دو
۔ د اہ اورا ت ں ان

PN(Q̂, Q̂) = 3 = PF (Q̂, Q̂). (15)

ر ا ، وں ر ں ڑ ں دو ، ى اس
۔ ازن ا

وہ اور دہ ز ں[6] ر ا ا ھ در اب
ا ا ۔ وا ا دوران
ت آ ر ل ا ز اور ب د ں دہ رى در ں ر ا

۔ د ر (addition) ا

ت ہ ن در ں ا ا اسو
اور ں ر ا ا د ڈ ڈ اور د رات ےر اور ر ٔ

۔ [9] ر ا ہ ن در ں ا ا
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ا ر ار VIII.

دوران (University of Sheffield) ر ل1993
Dr) وم رك ڈا ل ڈا ا و اس ر ڈ ر ں تو ى
John) رڈ ن وہ اور ر رڈ آ ڈى ا ان ۔ (MarkBroom

ان ۔ ر ل ا رات ر ا ار (Maynard Smith
ں ّ رو ص وں ل ا ّرات ر ا ار ع

ا ّر ر ا ا ت ع ۔ [10]
ت ر ار (CityUniversity) ر ن آج وم رك ۔ ل ا

۔ و

ا ار وا د روں ى د 1970
ر ّ ، رڈ ن اس ۔ ل ا
ار ار ص ۔ رىد م ، ر (UniversityofSussex)

ر ر ر ( ا (اىا (EvolutionarilyStableStrategies) ا ر
۔ [11] ر ى م رڈ ن وّج اور

دى آ ا ں ڑ ں ا د ل ا ا ر ار ا
اور دل اور اس ر ا ف ں ا ا ف

دى اسآ ف وپ ا ا د دى آ ا آور
۔

وا ف وہ ا وہ ر ر ار ا دى آ حا ا
ر ر ار ۔ ا اور ا

وف اس اور ع (sexratio) اور
(statistics)ت ر ص ا م (RonaldFisher) رو دان ر
1962 اور ل1957 رو د ء رى ۔ [12]

St.) رل ز وا ا ت ان اور ر وا ا آف ر دوران
۔ ن س ا ر ا (Peter'sCathedral

��



ڑوں ر ڑى ن ار ر دى ىآ ا ا رڈ
ا ى ا ن در ن ار ں دو پ ح ا

۔ (bimatrix) ے دو

ى ن در ڑے ں ڑ ح ا اور (anonymous)م ڑى
اور ا ا ڑى ۔ (symmetric bi-matrix) ے دو ا

۔ ے دو ا ا ں ادا

Aڑى ۔ S ى ں ڑ ں دو ض ے دو
ا اسادا ادا Aڑى ۔ S2 ∈ S Bڑى S1 ∈ S

۔ S1 Bڑى اور S2 Aڑى Bڑى

Aڑى M G = (M,MT ) ے دو ا
ادا B ڑى وہ ، (transpose) ز ا اس ،MT ادا

x ا ا (symmetric pair-wise contest) ا ڑوں ں ڑ ۔
۔ P (x, y) ، ڑى y اس ، ادا ڑى

ں ڑ ں دو د ا ں ڑ دو (symmetriccontest) ا
اس اس ادا ڑى ا ح ا ۔ د ں ادا
۔ ر ورت (subscript) ذ راجء ا ں ادا ں ڑ اور

م درجذ ، y ̸= x ، y ى دو ا ر ار ا x ا
وات:

P [x, (1− ϵ)x+ ϵy] > P [y, (1− ϵ)x+ ϵy], (16)

ادا وہ x ف وات م اس ۔ در ϵ > 0 ورت
رت اس ۔ ϵ ∈ [0, ϵ0) اور (1− ϵ)x+ ϵy ى دو ا اس

آور ϵ0 ار ۔ آور (mutant strategy) ا ϵ > ϵ0

۔ (invasionbarrier)وٹ فر وا

mutant) y ا ر xار ا ن ا ّر اس
۔ د وٹ ر فا وا ف (strategy
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y دى آ ر د وٹ ر فاس ّ آور
(1− ϵ)x+ ϵy رت ا ۔ وٹ ر فاس ن ار وا

۔ دہ ز ادا y ادا x ف

ر ت[11] دو درجذ ا ر ل x ر ار
:

1. P (x, x) > P (y, x),

2. IfP (x, x) = P (y, x) thenP (x, y) > P (y, y). (17)

(symmetric Nash equilibrium) ازن ا ا ر ار ح ا
(stability)ازن ف (smallmutations)ات آ ر

۔ [13]

اس (x, x) ڑا ى ر ار ا x ا د ط (17) ت
۔ در د اس ۔ ازن ا G = (M,MT ) وا ے دو

رت فاس ر ار ا x ازن ا (x, x) ڑا ى ا
ے۔ را ط ى دو دى ت(17) x

evolutionary game) ار ّر (ESS) ا ا اى ا ر ار
ّر ا ا اى دور دہ ۔ م ّك ے وّج (theory

evolutionary)ت ار (interacting individuals) اد ا دى آ ا
اور ا ال اس ّر ا ا اى ۔ ڈل ى ا ر (dynamics
اس ار (stable states) ت ازن ا ن دى آ ا د اب ا
ات ّ توہ ازن ں ؟ فدار وں ا ر ا و ّ دى آ
۔ ر ا ا ف (perturbations) ر ا وا و (mutations)

natural) و ّ ر (Charles Darwin) ڈارون ر ّك ا ا اى
د رت (algorithm) ر ا ا ر (selection

ا ڈا ر ۔ [14] (replicatordynamic) ڈا ر
(iterations) دہ ا او د و (replicators) ز ر ر ّات ر

۔
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و ں ڑ ان دى آ ا ن ر ا ڈا
ر ار اس ڈا ر ر دى و دى آ ا ۔
ازن فا ر ا دہ ا ف ّات آ وں ان ر ا
ا ر ار ن ح ا ں ے دو اس ۔ ا ر ار

۔ [15] (rest points) ڈا ر در

ت از ا ّر ر ار ا م
ار ۔ (refinement) ر ا (symmetricNashequilibria)

ر ار ا ازن ازن ا ر
۔ [15]

و اور ق ء IX.

ر ا ل ا ق ء ود ق اور ا ى
: ں ء رے۔

س دوں اكاور دہ آز
د ا ر

ا ز د ذرّہ ذرّہ
ر و رى دۂ

آ آ ر آ
ت

وں ر ار ۔ ّم ق ء ر ا ان
دہ ز ل ا اور ا ا د ا ار م

اور م ا اور ۔ د ر و

۔ ّ ف ر اسار ا ف وپ
درج او ل ا وہ ر ار آپ ا وہ ا ال اس
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؟ وں

ا ا ر ار X.

ا اور وع وا ا وع ل2000 ق ا

رڈ ن اور م ر وم رك رے ہ ى [9--7]
ا ا را ى ۔ آ د ّر ر ا ر ار

، ت ا و اور ا ر ، ا ر ار ا اس
ا اى اور را اى وم رك ۔ ا ر

دوران ں دو ا ۔ وع وم رك اور رڈ ن ا
ر ا ر ار ا ز ر ا ڈا

د آ م ا ر ا [20--16] م ا اس اور وع ش ا دہ
۔ ر ڈ ا ا

ا ا اى ا د دى آ ا ں ڑ (agents) ا ا اب ر ل
ں ڑ دى اسآ ا رت اس ۔ آپ ا

وہ ا ۔ ا ا دار وہ وا ا ّ ا ا
ا رت اس اور بر وہ اس ؟ آور ا ا اى

؟ ا ا آپ ا ا ا اى

ا اور ا ار وہ اور ا ا ا اى ا
ا ا اى ا ل ا ا ا وہ ۔ ر ا

۔ [16] آور

symmetricpairwise) ڑا ڑا ر دى آ ا ا
ں اس ۔ ں ا دہ ن او ذ درج ں رى (contests
ا ل ا اور ، و ، رٹ آ د ى ر دو

۔
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D Cس ى ى ر دو ں د او
ن اس ر ں ڑا ڑا وا دى آ ا ۔
ا ا اى اور (3) ر دو ں ؟ ر ر ار

د ت(17)

1 = P (D,D) > P (C,D) = 0, (18)

آ ا ا اى ر D دى اسآ را ط ا ا اى (17)
۔

ں ادا ں ڑ (3) ادا ں ڑ اور ، و رٹ، آ
دى آ ا ا اس ۔ ا (probabilities)ت ا د ں وا
ڑا ڑا ن در ن ار دى آ د ل رت اس د ار
ر آپ Dا ۔ ر دو ں ا ںاور رى
Û(θ, ϕ) ا ار وہ ا دى اباسآ ۔ ا ا اى ا

۔ ن وات(11) ر ا

، (9) ں وا آور D ا ا اى Û(θ, ϕ) ا
: د ں ادا ذ درج رو (matrices) د (4) ، (3) اور ، (10)

P (D,D) = 1,

P (D, Û(θ, ϕ)) = 5 cos2(ϕ) cos2(θ/2) + sin2(θ/2),

P (Û(θ, ϕ), D) = 5 sin2(ϕ) cos2(θ/2) + sin2(θ/2),

P (Û(θ, ϕ), Û(θ, ϕ)) = 3
∣∣cos(2ϕ) cos2(θ/2)

∣∣2 + 5 cos2(θ/2) sin2(θ/2) |sin(ϕ)− cos(ϕ)|2+∣∣sin(2ϕ) cos2(θ/2) + sin2(θ/2)
∣∣2 . (19)

ا م د (17) ں وا م ا ا اى ں وا ان
P (D,D) = ا اور ۔ P (D,D) > P (Û(θ, ϕ), D) رت اس ϕ < arcsin(1/

√
5)

۔ P (D, Û(θ, ϕ)) > P (Û(θ, ϕ), Û(θ, ϕ)) رت اس P (Û(θ, ϕ), D)

Û(θ, ϕ) و ϕ < arcsin(1/
√
5) ر ر ا ا اى Dا ا
۔ آور D ا ا اى وہ اس
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ا آور دہ ز سا ں ڑ وا آور اس
بر ، ا D ا ا اى ϕ > arcsin(1/

√
5) ا

۔

Q̂ ∼ Û(0, π/2) ا ا ف ل رت اور ا ہ
۔ ا ا اى ا ر آپ ا ب ا وہ ا وا

Q̂ ∼ Û(0, π/2) ا ا اى ا Û(θ, ϕ) ا وہ اور ابا
؟ آور

ں دو ا ر دو ں د د رى ابد ال اس

آ ازن ا ر Q̂ ∼ Û(0, π/2) ا وا ف ں ڑ
ا ؟ ل رت وہ ا وا Û(θ, ϕ) ا ّ Q̂۔اب

: م ں ادا ذ درج ابد

P (Q̂, Q̂) = 3,

P (Û(θ, ϕ), Q̂) = [3− 2 cos2(ϕ)] cos2(θ/2),

P (Q̂, Û(θ, ϕ)) = [3− 2 cos2(ϕ)] cos2(θ/2) + 5 sin2(θ/2). (20)

ر در ϕ ∈ [0, π/2] اور θ ∈ [0, π] م ان P (Q̂, Q̂) > P (Û(θ, ϕ), Q̂)وات م ح ا
ا ل رت وہ اور ں ϕ = π/2 اور θ = 0 رت اس ا

ان ر ت(17) ح ا ۔ از ا ا اور ا Q̂ اور Û(θ, ϕ)
ط ى دو ت ۔ ا ا اى ا ر Q̂ ط

ل رت وہ د ا ۔ ϕ = π/2 اور θ = 0 ا اور P (Q̂, Q̂) = P (Û(θ, ϕ), Q̂)

ا ح ا اور ۔ از ا ل رت اس اور Q̂ و
۔ آور Q̂ ∼ Û(0, π/2) ا ا اى ا ا Û(θ, ϕ)

Kochi University of) آف ر ع م ا ار اور ا ا
ا ب ا ب ا ا (Taksu Cheon) اون (Technology

۔ ب د [26]
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م وا م ا XI.

ا رف از ا دوران ڈى ا ر ڈ ا ا د آ م ا ر ا
اور ع ا ڈى ا ا ا ز ر ا ڈا ں ا اور

ا ۔ رىر ر ا اور ند رےدر اسو
۔ ب د [21] ا ا از ا

ر ا ان ۔ وا ادارے ا اور د مآ ا آ از ا
ن ن اور ن ر ا ز ن ڈا ر ڈ ت

د مآ ا آ ن ر ۔ ب ا ع ا ٔ ڈ ا ا

[22] ا ا ان اور وا ادارے ا اور ا

Comsats) د آ م ا ر ٹآفا ا آ ن ن ۔ ب د
ا ان ۔ وا (Institute of Information Technology Islamabad

۔ ب د [23] ا

ر ر ا ں ا اور ا اور ن ن ہ
ى ڈ ڈى ا ت اور ا (PortlandStateUniversity)

ہ ۔ وا (KhalifaUniversityAbuDhabi) ر ذ ا آ اور
د آ م ا ر ا ۔ ب د [24] ا ا ن

ا ے ں آفا ر اور ر ڈا
۔ د [25] ا

ت ا ت ا ا XII.

: ر ل ۔ ت ا اب د تا ا ا
؟ وں وں ا اور وا ۔ 1

ر ا ا وا وں ں ان ا ں اور ت ۔ 2
؟
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وں ا م م وں ا ں 3۔
؟ ى

وں (staticanddynamicgames) وہ م ّكا ّكاور 4۔
؟ وں ا ، ود ، ، ود اد

theory of quantum) ا ت ا ، وں ا ۔ 5
؟ ں ا ؟ د ر (probability

ت ا ان اور ر ا ا ں وں ا ں ۔ 6
؟

ت ا XIII.
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رف ّ XIV.

اور ت ( ر ر اب ) ن ر ر 1991 ل ا ا
آف ر ن آف ر 1995 اور ا ر

ى ڈ ز) (آ ا ت (UniversityofSheffield,UK)
Pakistan Institute)ن د آ م ا آ ا رز ٹآف نا اس وا و ۔
ان (photonics) و (of Lasers andOptics, Islamabad, Pakistan
University) رك آف ر ل2006 ۔ م ل2002
ا (AppliedMathematics)ت ر ا (ofHull,EastYorkshire,UK

ن د مآ ا (NUST) اور آف ر اس ى ڈ ڈى
ف (JSPS) آف و آف ن دوران ۔2006-2007 ر
ر اس (postdoctoral fellowship) ل ڈا ا

-2007 ۔ م ن (KochiUniversity ofTechnology) آف
ARC (AustralianResearchCouncil) چ ر ى آ اس دوران 2011
(University ofAdelaide) آفا ر ل ڈا ا دى ف

ARC ا آف ر ا دوران ل 2012 ۔ م آ
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ز آ 2013 ۔ م (SeniorResearchAssociate) ا ا چ ر ر ز
King FahdUniversity) ان د اور و آف ر ہ ب دى اس
ت ر اور ت ر (of Petroleum andMinerals, Dhahran, Saudi Arabia
و 2014 ۔ ر (Department ofMathematics&Statistics) ر ڈ

ر اور وہ ں آ وا آفا ر اور و آف ر ہ وہ
ا رى ا ذ ر ا اور ت ا ۔ وا

۔ د (interdisciplinary research) ا ا اور

University of) روہ آف ر ى ڈ ز آ ا ا ك ڈ
اور ا آ ا آف ر ى ڈ ڈى ا اور (Loughborough, UK

GEC)ن چ ر اى دورانوہ ۔1978-1986 ا ا ا
(Research Engineer) ا چ ر ا (Hirst Research Centre, London
Austek Microsystems,) آ و آ وہ دوران 1986-1987 ۔ ر

1987 وہ ۔ (VLSIDesignEngineer) ا ا ڈ آ ا ا وى (Australia
ا ا ا اور لآفا آ وہ ں وا آ آفا ر

(patents) د ا د ا دہ ز 1000 م ان ۔ (Full Professor) و

complex) ت ہ ا ا ا د ت ا ۔
Institute of) آف ٹ ا وہ ۔ د ت ا (systems
ل2004 ارڈز ا ّد ں ا اور (Fellow) (Physics,UK
(South Australian Tall Poppy Award for Science) ارڈ ا ل آ

ا وز د م ا ت اور آ 2004 ل ،
Premier's SA Great Award in Science and Technology) ارڈ ا ف
ى آ 2012 ل ، (for outstanding contributions to South Australia
Australian Research Council Future) دى ف چ ر
ل , (David Dewhurst Medal) ل ڈ ڈ ڈ 2015 ل ، (Fellowship
ل ر اے ا 2019 ل اور ، (Barry Inglis Medal) ل ا ى 2018

ن ا د وہ وہ اس ۔ (M. A. Sargent Medal)
Royal Society Open ، Frontiers in Physics ، IEEE Access ا آ اور
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